III SKYRIUS
NEZINOMU SKIRSTINIO PARAMETRU VERTINIMAS IR PASIKLIAUTINUJU
INTERVALU SKAICIAVIMAS

1. NezZinomy skirstinio parametry vertinimas. Apibendrinus II skyriuje pateikta
informacija galima teigti, kad aplinkotyros duomeny statistinis modelis — turimos kintamyju
reik§més yra atsitiktiniai dydziai, nusakomi tam tikru skirstiniu. Sj teiginj formalizuosime: konkreti
imtis (x;, x2, ..., x,) yra generuota atsitiktinio vektoriaus X = (Xj, Xz, ..., X,) su skirstiniu,
priklausanciu skirstiniy Seimai P = P(0;, 02, ..., 0y). Seima P = P(0;, 0,, ..., 6r) yra nusakoma
zinomos analizinés iSraiSkos (formulés) skirstiniu, priklausan¢iu nuo k parametry (0;, 0, ..., 6x).
Zinodami §iy parametry reik§mes, galime visiskai nusakyti skirstinj. Parametriniy skirstiniy $eimy
pavyzdziai: normaliy skirstiniy Seima P = P(m, o), susidedanti i§ visy galimy normaliyjy skirstiniy;
Puasono skirstiniy Seima P()) (susideda i§ visy Puasono skirstiniy), Bernulio skirstiniy Seima P(p).
Normaliyjy skirstiniy Seimos atveju turime du nezinomus parametrus: 0; yra vidurkis m, 0 6, - o.
Zinodami m ir o, galime visiskai nusakyti normaliojo skirstinio tankj funkcija. Puasono ir Bernulio
skirstiniy atveju turime viena nezinoma parametra: 0, yra A arba p (3.1.1 pav.).

Pazymékime p(y, 0) (arba px(y, 0)), 0 = (01, 02, ..., 6x), - vektoriaus X tankio funkcija, jei X
koordinatés tolydis ats d., arba tikimybé, kad X igis reikSme Yy, jei X koordinatés diskretiis ats.
dydziai. Funkcija p(X, 0) = p(Xj, X3, ..., X,, 0) vadinama imties tikétinumo funkcija (3.1.2 pav.).
p(X, 0) funkciné iSraiska Zinoma; ji visiSkai charakterizuoja ats. vektoriaus X skirstini. Kadangi X
koordinatés nepriklausomi ats. dydziai, tai imties tikétinumo funkcija lygi Siy koordinac¢iu tankiy ar
tikimybiy sandaugai (3.1.3 pav.).

Analizuojant ekology sukauptus duomenis dazniausiai laikoma, kad imtis yra atsitiktinis
n-matis vektorius su turinCiomis ta pati skirstini koordinatémis. Tuomet skirstiniy klas¢ P
apibiidinama kaip vienmacio ats. d. skirstiniy klase. Imties, turinCios ta pati normalyji skirstinj,
tikétinumo funkcija pateikta 3.1.3 pav. Jei naudojamas regresinis (faktorius — atsakas) modelis, tai
laikoma, kad atsako reikSmes yra atsitiktiniai dydziai, kuriy skirstinys priklauso parametrinei
skirstiniy klasei P(b), o X; skirstinio parametras b; priklauso nuo individo faktoriaus reikSmeés z;: b; =
b(0, z;), tuomet tikétinumo funkcijos iSraiska pateikta (3.1.4 —3.1.5 pav.).

Norédami nustatyti konkrety kintamojo skirstinj, reikia ivertinti neZinomus skirstinio
parametrus 0;, 0,, ..., 0; (misy minétuose pavyzdziuose k lygus vienam arba dviem). Nezinomuy
parametry jverciai dazniausiai gaunami didziausio tikétinumo metodu. Kartais naudojamas Bajeso

ar pakartotinos atrankos metodas (3.1.6 pav.).



Didziausio tikétinumo metodas. Parametry 0;, 0,, ..., 0; iverCiais parenkame tokias
konkrecCios imties funkcijas, kurioms esant tikétinumo funkcija taske (xi, xz, ..., x,) bty didZiausia
(t.y. gauta imtis (xi, x2, ..., X,) yra labiausiai tikétina). leSkant tikétinumo funkcijos maksimumo, ji
logaritmuojama, surandamos logaritmuotos tikétinumo funkcijos iSvestinés parametry atzvilgiu ir
prilyginamos nuliui (3.1.7 pav.). Gauta lygéiu sistema i$sprendziama 0, 0,, ..., 0; atzvilgiu. Sios
sistemos sprendiniai (tiksliis ar nustatyti artutiniais metodais) 0 1, éz, - ék latkomi ieSkomais
nezinomy parametry jverciais. Didziausio tikétinumo metodu gauti parametry jverciai pakankamai
geri: kuo imtis didesné, tuo labiau tikétina, kad parametro jvertis labai mazai skirsis nuo tikrosios
parametro reikSmes.

Imties skirstinio parametry jverciai, gauti didziausio tikétinumo metodu, pateikti 3.1.8
pav.

Analizuojant keliu kintamyju (faktoriaus ir atsako 1 ji) tarpusavio rySi, naudojami
sudétingesni modeliai, kaip antai netiesing, logistiné regresija. Juose nezinomi parametrai vertinami
artutiniais metodais, tod¢l ne visuomet galima pateikti tikslias parametry jverciy formules.

Bajeso metodas. Naudojant §] metoda daroma prielaida, kad parametro 0 reikSmés yra
atsitiktinés su tam tikru zinomu skirstiniu. Taikant didziausio tikétinumo metoda, nezinomuy
parametry reikSmés nustatomos, remiantis tik imties reikSmémis, o Bajeso metodas naudoja
papildomai ir informacija apie 0.

Norint rasti 0 jvertj reikia nustatyti jo aposteriorinj skirstinj — skirstini esant fiksuotai
imciai X = (x1, X2, ..., X,) p(0|X). Jis nustatomas pagal Bajeso formulg (3.1.9 pav.). Jei imanoma,
p(0]X) nustatomas analiziskai. Jei p(0|X) analiziSkai neimanoma, tai $is skirstinys modeliuojamas,
naudojant kompiuteriu generuotus reikiamus atsitiktinius dydzius.

Pakartotinés atrankos (resampling) metodai. Naudodami imties reikSmes, generuojame
naujas imtis. Kiekvienai sugeneruotai iméiai jvertiname neZinomus parametrus. Siy parametry
reikSmiy vidurkis ir yra nezinomy parametry jvertis. IS n dydzio imties reik§miy galima sugeneruoti
n" skirtingy n dydzio im&iy. Si procediira vadinama visa pakartotine atranka (complete resampling).
Turime imti: 1, 6, 9. Sios imties vidurkis ¥ = 5,33, s =4,04. I§ 1, 6, 9 reikimiy galima sudaryti 3=
27 skirtingy imé&iy. 3.1.10 pav. pateikti kiekvienos §iy iméiy vidurkis ir standartinis nuokrypis. Siu
27 dydziy vidurkiai yra populiacijos vidurkis ir standartinis nuokrypis, gauti pakartotinés atrankos
metodu. Jie atitinkamai lygiis 5,33 ir 2,96. Priklausomai nuo nauju im¢iy generavimo taisykliy,
naudojami plétros (bootstrap) bei atmestos reikSmés (jackknife) metodai (3.1.11 pav.) .

Parametry jverciy kintamumo charakteristika. NeZinomy parametry, kaip antai

vidurkio, dispersijos, tikimybés, {verciai, gauti tiek didziausio tikétinumo, tiek Bajeso metodu, yra



imties funkcijos. Kadangi Sie jverciai yra atsitiktiniy dydziy funkcijos, t.y. atsitiktiniai dydziai, todél
bitina jvertinti ju kintamuma. Pastebésime, kad visi 3.1.8 pav. pateikti parametry jverciai yra
nepriklausomy ats. d. sumy funkcijy reikSmés, todel imtis pakankamai didelé, Siy iverciy skirstinius
galima laikyti normaliaisiais (remdamiesi Centrine ribine teorema). Normaliojo ats.d. kintamuma
charakterizuoja dispersija arba standartinis nuokrypis. Todél pateikiant jvertintus kintamojo
(populiacijos) parametrus pateikiami ir juy standartiniy nuokrypiy jverciai. Standartiniy nuokrypiu
iverciai dar vadinami standartinémis paklaidomis (standard error), zymimi SE(...). 3.1.12 lentel¢je
pateikti parametry jverciy standartiniai nuokrypiai ir standartinés paklaidos.

Sakykime, kiekybinis kintamasis turi unimodaly skirstini su vidurkiu m ir dispersija o’
Teorinio nezinomo vidurkio m jvertis yra imties vidurkis X . Teorin¢ x dispersija yra o/n,
standartinis nuokrypis — o/\n , 0 standartinis nuokrypio jvertis yra s/n , Zymimas sy. [vertis s,
vadinamas standartine vidurkio paklaida (standard error of mean, sutrumpintai SE). Kiekybinio
rodiklio vidurkis paprastai pateikiamas kartu su savo standartine paklaida: pavyzdziui, X + s.

Analizuojant sudétingesnius modelius, pavyzdziui, regresinius, vertinamas ne tik vidurkio,
bet ir viso daugiamacio parametro 0 = (0, 02, ..., 0;) vercio 0= (81, 0, ..., 0;) kintamumas. Jis

vertinamas kovariacijy matrica cow( é ) (3.1.13 pav.). Jei 0 vertinamas Bajeso metodu, tai 0
kintamumas nustatomas modeliuojant p(0|X) skirstinj arba naudojantis tikslia p(0|X) iSraiska. Jei 6
vertinamas pakartotinos atrankos metodu, tai jo standartinis nuokrypis lygus kiekvienoje imtyje
nustatyty standartiniy nuokrypiy vidurkiui.

Skirstinio parametry pasikliautinieji intervalai. Sakykime, X — tolydusis ats. d., turintis
vidurki m ir dispersija 02, X1, X2, ..., X, - Si0 ats. d. imtis (x; — normalusis ats. d.). Vidurkio m jvertis
yra imties vidurkis X . Jis taip pat yra atsitiktinis: skirtingoms konkre¢ioms imtims x reikSmés, o
tuo paciu ir m iverciai bus skirtingi. Todél yra aktualu ivertinti vidurkio iver¢io patikimuma —
nustatyti, kaip jis skiriasi nuo tikrosios parametro reikSmés.

Nezinomo parametro jver¢io patikimumui vertinti jvedama pasikliovimo lygmens
savoka. Parenkamas taip vadinamas pasikliovimo lygmuo (confidence level) arba patikimumas P —
skaiCius, artimas vienetui, pvz.: P = 0,9; 0,95; 0,99. Pasikliovimo lygmuo P yra tikimyb¢, jog
skirstinio parametras 6 randasi intervale [0,,(X), 0,is(X)], ¢ia X = (x1, X2, ..., X,) — atsitiktiné imtis —
nepriklausomi ats. d.

Intervalas [0,,(X), 0.is(X)] vadinamas parametro 6 pasikliautinu intervalu (confidence
interval); ats. dydziai 6,,(X) ir 0,;3(X) vadinami pasikliautino intervalo apatine ir virSutine riba. P
kartais pateikiamas procentais. Nuo P parinkimo priklauso pasikliovimo intervaly ilgis - kuo P

artimesnis vienetui, tuo pasikliautinas intervalas platesnis (3.2.2 pav.). Pasikliovimo intervalas



[0ap(X), 6.i5(X)] nusako nezinomo parametro € jvertinimo tiksluma — tai intervalas, kuriame su
artima 1 tikimybe yra tikroji parametro reikSmé.

Dazniausiai naudojamy parametry pasikliovimo intervalai sudaromi taip: nustatoma imties

funkcija, vadinama statistika, 7(6, X), i kuria dazniausiai jeina ir parametro jvertis é(x), turinti
zinoma skirstini (standartini normalyji, Stiudento, Xz ar kitokj). Pasikliautino intervalo ribos
priklauso nuo parametro 6 ivercio, statistikos 7(6, X) skirstinio kvantiliy ir nuo pasikliovimo
lygmens P. Biomedicinos duomeny analizéje standartiné patikimumo reik§mé P = 0,95 arba jei P
pateikiamas procentais - P = 95%. Konkreciai im¢iai nustatyto parametro pasikliautino intervalo
interpretacija pateikta 3.2.4 pav.

Aplinkos duomeny analiz¢je dazniausiai skaiCiuojami normaliojo skirstinio vidurkio ir
dvinario kintamojo tikimybés pasikliautinas intervalas.

Normaliojo skirstinio vidurkio pasikliautinas intervalas pateiktas 3.2.5 pav. Siame
pasikliautiname intervale su statistine tikimybe P yra skirstinio vidurkio reik§mé m. Tai reiSkia, kad
tam tikram skaiciui konkreciy im¢iy apskaiciavus vidurkio PI, P procenty atvejy skirstinio vidurkio
reikSmé bus apskaiCiuotame pasikliautiname intervale. Dydis s/ Jn | naudojamas vidurkio
pasikliautino intervalo formuléje, yra imties vidurkio standartiné paklaida; taigi zinant imties
vidurki ir standarting paklaida, galima paskaiciuoti vidurkio pasikliauting intervala bet kuriam
patikimumui. Jei imtis didelé (n > 100), tuomet vidurkio pasikliautinojo intervalo formuléje vietoje
Stiudento skirstinio kvantilio galima naudoti standartinio normaliojo skirstinio atitinkamo lygio
kvantili — kai P = 0,95, (1 + P)/2 = 0,975, zy 975 = 1,96.

Vidurkio pasikliautino intervalo skai¢iavimas 3.2.5 pav. pateikta formule ir plétros metodu
bei rezultaty palyginimas pateiktas 3.2.6 pav.

Dvinario kintamojo tikimybés pasikliautinas intervalas. Sakykime, dvinario kintamojo
imtis - ats. dydis X, igyjantis dvi reik§Smes — 1 ir 0 su tikimybémis P{X =1} =p, P{X=0}=1- p,
¢ia p — nezinomas parametras. Tikimybés p ivertis yra: k/n, €ia k — vienety skaiCius imtyje. Tikslus
tikimybeés p pasikliautinas intervalas pateiktas 3.2.7 pav.

Naudojantis Siomis formulémis, tiksly tikimybés pasikliauting intervala paskaiciuoti
problematiska. Tod¢l, kai n pakankamai didelis, vietoje tikslios intervalo apatinés ir virSutinés
reikSmés naudojamos artutinés (3.2.8 pav.)

Pasikliautinyjy intervaly grafinis vaizdavimas. Pasikliautinieji intervalai gali buti
grafiskai pateikti staciakampe diagrama arba stulpeliu ar tasku su tseliais (whiskers). Standartiné
staCiakampé diagrama bréziama taip: staciakampio viduryje kvadratéliu pazymimas vidurkis;

staciakampis braizomas nuo vidurkio minus standartin¢ paklaida ()_c—s/\/; ) iki vidurkis plius
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standartiné paklaida (x +s/ Jn ). Nuo staciakampio apacios bréZiamas apatinis “lisas” tgsiasi iki
(x —1,96s//n ), o virSutinis “Gisas” prasideda nuo sta¢iakampio virSaus ir bréziamas iki reikSmeés
(x+196s/ Jn ). 1,96 yra normaliojo skirstinio 0,975 lygio kvantilis, taigi staciakampés diagramos
“tsai” nurodo vidurkio pasikliauting intervala, skaiciuota standartiniam patikimumui P = 0,95 ir
pakankamai didelei imciai (3.2.9 pav.). Vidurkio pasikliautinas intervalas stulpeliu ar tasku su
tseliais vaizduojamas taip: tasko Y koordinaté ar stulpelio aukstis atitinka vidurki, o Gseliy dydis -
ta+p)2SE.

Pateikus keliy imciy (ar keliy parametry) vidurkio pasikliauting intervala grafiskai,
nesunku vidurkius palyginti. Jei pasikliautini intervalai nepersikerta, galima daryti iSvada, kad
imciy skirstiniy (populiacijy) vidurkiai yra skirtingi. IS 3.2.9 — 3.2.10 pav. matome, kad balandZzio

meén. SO, jony koncentracija krituliuose patikimai didesné nei geguzés — spalio mén.



